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1.1. 设 X 和 Y 是各有均值 mx,my, 方差为 σ2
x, σ

2
y，且相互独立的高斯随

机变量，已知 U = X + Y, V = X − Y。试求 I(U ;V )。

解. U, V 的联合分布是均值为 [µx + µy, µx − µy]，协方差矩阵为

ΛU,V =

[
1 1

1 −1

][
σ2
x 0

0 σ2
x

][
1 1

1 −1

]T

=

[
σ2
x + σ2

y σ2
x − σ2

y

σ2
x − σ2

y σ2
x + σ2

y

]
由多元高斯分布微分熵的公式

h(U) =
1

2
log((2πe)2|ΛU,V |) =

1

2
log(16π2e2σ2

xσ
2
y)

U |V = v 也是高斯分布, 方差为 4σ2
xσ

2
y

σ2
x+σ2

y
，与 v 无关，因此

h(U |V ) = EV [h(U |V = v)] =
1

2
log(2πe

4σ2
xσ

2
y

σ2
x + σ2

y

) ⇒

I(U ;V ) =h(U)− h(U |V )

=
1

2
log(16π2e2σ2

xσ
2
y)−

1

2
log(2πe

4σ2
xσ

2
y

σ2
x + σ2

y

)

=
1

2
log(2πe(σ2

x + σ2
y))

1.2. 设有随机变量 X,Y, Z 均取值于 {0, 1}, 已知
I(X;Y ) = 0, I(X;Y |Z) = 1。求证 H(Z) = 1,H(X,Y, Z) = 2

证明.
I(X;Y |Z) = H(X|Z)−H(X|Y, Z) ≤ H(X|Z) ≤ H(X) ≤ log(2) = 1

所以等号全都成立 ⇒ X ∼ B( 1
2
)。同理可知 Y ∼ B( 1

2
)。另外

H(Y |Z) = H(Y ) ⇒ I(Y ;Z) = 0 ⇒ H(Z|Y ) = H(Z)

H(X|Y, Z) = 0

⇐⇒ H(X,Y, Z) = H(Y, Z)

⇐⇒ H(X,Y ) +H(Z|X,Y ) = H(Y ) +H(Z|Y )

⇐⇒ 2 +H(Z|X,Y ) = 1 +H(Z)

⇐⇒ H(Z) = 1 +H(Z|X,Y )
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由上式推出 H(Z) ≥ 1, 又
H(Z) ≤ 1 ⇒ H(Z) = 1 ⇒ H(X,Y, Z) = 2

1.3. 设有信号 X 经过处理器 A 后获输出 Y ,Y 再经处理器 B 后获输出 Z。

已知处理器 A 和 B 分别独立处理 X 和 Y。试证：I(X;Z) ≤ I(X;Y )

证明. I(X;Z) = H(Z)−H(Z|X) = H(Z); I(Y ;Z) = H(Y ) 因为 Z

是 Y 的函数 ⇒ H(Z) ≤ H(Y ) ⇒ I(X;Z) ≤ I(X;Y )

1.4. 已知随机变量 X 和 Y 的联合概率密度 p(ak, bj) 满足

p(a1) =
1

2
, p(a2) = p(a3) =

1

4
, p(b1) =

2

3
, p(b2) = p(b3) =

1

6

试求能使 H(X,Y ) 取得最大值的联合概率密度分布。

解. H(X,Y ) = H(X) +H(Y )− I(X;Y ) ≤ H(X) +H(Y ) = 7
6
+ log 3

等号成立当且仅当 X,Y 相互独立 ⇒ p(x, y) = p(x)p(y)

1.5. 设随机变量 X,Y, Z 满足 p(x, y, z) = p(x)p(y|x)p(z|y)。求证
I(X;Y ) ≥ I(X;Y |Z)

证明. 因为 p(x, y, z) = p(x)p(y|x)p(z|y, x) ⇒ p(z|y, x) = p(z|x) ⇒ x

与 z 关于 y 条件独立 ⇒ I(X;Y |Z) = H(X|Z)−H(X|Y, Z) =

H(X|Z)−H(X|Y ) ≤ H(X)−H(X|Y ) = I(X;Y )

1.6. 求证 I(X;Y ;Z) =

H(X,Y, Z)−H(X)−H(Y )−H(Z) + I(X;Y ) + I(Y ;Z) + I(Z;X),
其中 I(X;Y ;Z) ≜ I(X;Y )− I(X;Y |Z)

证明.

I(X;Y ;Z) =I(X;Y )− I(X;Y |Z)

=H(X) +H(Y )−H(X,Y )− (H(X|Z)−H(X|Y, Z))

=H(X) +H(Y )−H(X,Y )− (H(X,Z)−H(Z)) +H(X,Y, Z)−H(Y, Z)

=H(X,Y, Z)−H(X)−H(Y )−H(Z) + (H(X) +H(Y )−H(X,Y ))

+(H(Y ) +H(Z)−H(Y, Z)) + (H(Z) +H(X)−H(X,Z))

=H(X,Y, Z)−H(X)−H(Y )−H(Z) + I(X;Y ) + I(Y ;Z) + I(Z;X)
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1.7. 令 p = (p1, p2, . . . , pa) 是一个概率分布，满足 p1 ≥ p2 ≥ . . . pa, 假设
ϵ > 0 使得 p1 − ϵ ≥ p2 + ϵ 成立，证明：

H(p1, p2, . . . , pa) ≤ H(p1 − ϵ, p2 + ϵ, p3, . . . , pa)

证明. 设 f(ϵ) = (p1 − ϵ) log(p1 − ϵ) + (p2 + ϵ) log(p2 + ϵ) 由已知

0 ≤ ϵp2−p1

2
f ′(ϵ) = log p2+ϵ

p1−ϵ
≤ 0

⇒ f(ϵ) ≤ f(0) ⇒ H(p1, p2, . . . , pa) ≤ H(p1 − ϵ, p2 + ϵ, p3, . . . , pa)

1.8. 设 pi(x) ∼ N(µi, σ
2
i ), 试求相对熵 D(p2||p1)

解.

D(p2||p1) =
∫
R
p2(x) log p2(x)

p1(x)
dx

=

∫
R
p2(x)

(
log σ2

1

σ2
2

+
1

2
((x− µ1)

2 − (x− µ2)
2) log e

)
dx

=2 log σ1

σ2

+
1

2
(µ2

1 − µ2
2) log e+ (µ2 − µ1)µ2 log e

=2 log σ1

σ2

+
1

2
(µ1 − µ2)

2 log e

1.9. 若 f(x) 分别是区间 (0, 0.01), (0, 0.5), (0, 1), (0, 2), (0, 5) 上均匀分布的

分布函数，计算 f(x) 的微分熵。

解. 设 Ut 是 (0, t) 上的均匀分布，则 h(Ut) = log t

• h(U0.01) = log 0.01

• h(U0.5) = −1

• h(U1) = 0

• h(U2) = 1

• h(U5) = log 5

1.10. 设

p1(x, y) =
1

2πσxσy

exp[−1

2
(
x2

σ2
x

+
y2

σ2
y

)]

p2(x, y) =
1

2πσxσy

√
1− ρ2

exp[− 1

2(1− ρ2)
(
x2

σ2
x

− 2ρ
xy

σxσy

+
y2

σ2
y

)]

试求 D(p2||p1) 和 I(X;Y )，其中 X,Y ∼ p2
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解.

D(p2||p1) =
∫∫

R2

p2(x, y) log p2(x, y)

p1(x, y)
dxdy

−1

2
log(1− ρ2)

−1

2
(log e)

∫∫
R2

p2(x, y)

[
ρ2x2

σ2
x(1− ρ2)

+
ρ2y2

σ2
y(1− ρ2)

− 2ρxy

(1− ρ2)σxσy

]
dxdy

=− 1

2
log(1− ρ2)

X|Y = y 服从高斯分布，方差为 (1− ρ2)σ2
x

I(X;Y ) =h(X)− h(X|Y )

=
1

2
log(2πeσ2

x)−
1

2
log(2πeσ2

x(1− ρ2))

=
1

2
log( 2πe

1− ρ2
)
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